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LE VELOCITA' CRITICHE FLESSIONALI

Consideriamo un albero cilindrico a sezione circolare,

sorretto alle estremitB da due supporti, avente massa

propria trascurabile e portante un disco di massa m che

riterremo equidistante dai due supporti per poter

escludere azioni giroscopiche conseguenti all'inflessione

dell'albero stesso.

Immaginiamo ora che l'albero sia fatto ruotare con

velocitB costante TT e che la centratura del disco

sull'albero presenti una imperfezione, ossia che  il

baricentro G del disco si trovi inizialmente, nel sistema

a riposo, a una piccola distanza, indicata con e,

dall'asse di rotazione, ossia dalla congiungente i centri

dei perni A e B. (Fig1)



2

     Un albero orizzontale si comporta come un flessibile e1

percib il disco ruota non intorno all'asse dell'albero non deformato,
bensX intorno alla tangente alla linea elastica nel punto in cui
l'asse dell'albero interseca il disco nella posizione di riposo
(assenza di rotazione).
Ad un livello elementare di trattazione, si pub senz'altro concludere
che la velocitB critica flessionale P la stessa per un dato albero,
sia esso appoggiato orizzontalmente, sia esso disposto verticalmente.
In realtB uno studio pij approfondito mostrerebbe che l'effetto del
peso pub dar luogo, in determinate  condizioni di asimmetria, a
vibrazioni aggiuntive che modificherebbero i valori della velocitB
critica. (R.Giovannozzi)

     La costante elastica (rigiditB flessionale) dell'albero k2
ij

corrisponde al valore del carico P che, applicato nella sezione i-
esima, P in grado di determinare nella sezione j-esima una freccia
unitaria.
I coefficienti di influenza a , che verranno introdotti in seguito,ij

corrispondono al valore della freccia, misurata in corrispondenza
della sezione i-esima, indotta da un carico unitario applicato nella
sezione j-esima.
Per il teorema di reciprocitB di Maxwell si ha: a =a     k =kij ji    ij ji

Supponiamo inoltre che l'asse dell'albero sia verticale

e cib allo scopo di trascurare l'azione del peso che

complicherebbe inutilmente la trattazione senza

modificarne sostanzialmente i risultati .1

Esaminiamo le condizioni di equilibrio di questo sistema

ossia l'equilibrio tra la forza centrifuga, dipendente

sia dalla ipotizzata eccentricitB iniziale e sia dalla

inflessione elastica prodotta dalla forza stessa, e la

reazione elastica dell'albero. Se C P il punto in cui,

per effetto della suddetta inflessione, viene a portarsi

quel punto del disco che inizialmente, con albero fermo,

si trovava in O, ossia se OC P la freccia elastica e CG

= e P l'eccentricitB iniziale, indicata con k la costante

elastica dell'albero , P kBBOC la reazione esercitata2

dall'albero, mentre se m P la massa del disco, la forza

centrifuga F P:c 
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Per l'equilibrio i punti O, C, G debbono essere

allineati; inoltre, indicata con y = OC l'inflessione

elastica, l'eccentricitB totale di G risulta:  

per cui:

avendo posto:

alla [1] si deduce che la freccia elastica y P funzione

di TT e tende all'infinito per TT tendente a TT  , ossiac

alla cosiddetta velocitBB critica .

L'eccentricitB totale di G rispetto all'asse AB P:

Se riportiamo su un diagramma come ascisse i valori di

TT/TT  e come ordinate quelli di:c

otteniamo il diagramma rappresentato nella fig. 2.
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     ossia si supererà ampiamente il campo elastico3

A) per TT < TT , (e+y)/e cresce con TT/TT  e tendec     c

all'infinito per TT/TT  tendente a 1. In questa situazionec

y ed e hanno lo stesso segno e il punto G descrive una

traiettoria circolare esterna a quella descritta da C;

B) per TT > TT , (e+y)/e diviene negativo e decresce, inc

valore assoluto, tendendo a zero per TT/TT  tendente ac

infinito. In questa situazione y ed e hanno segno

contrario e il punto G descrive una traiettoria circolare

interna a quella descritta da C;

C) per TT >> TT la freccia y tende a -e, ossia ilc 

baricentro G tende a disporsi sull'asse di rotazione del

sistema. 

L'impalcatura teorica che sostiene le conclusioni qui

riportate si basa sulla proporzionalitB tra frecce e

deformazioni, ma tale assunto vale solo per valori assai

piccoli delle frecce; P facile comprendere allora che i

risultati ottenuti in precedenza non possano essere

accettati senza riserve.

E' per altro ovvio che frecce infinite non si possano

verificare nella realtà. Le espressioni ottenute vanno

interpretate nel senso che, quando TT si avvicina ad TT ,c

si produrranno sensibili inflessioni che oltrepasseranno

i limiti di proporzionalità , cioP i limiti che, di3

regola, non possono superarsi senza compromettere la

stabilitB dell'albero.

Si vede inoltre che mentre per TT < TT  , y+e=OG ha loc
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     Queste considerazioni teoriche sono confortate dal reale4

comportamento dell'albero. L'esperienza difatti insegna che non appena
si supera la velocitB critica, il disco inverte spontaneamente la
posizione relativa dei punti O, C e G , la rotazione ridiventa
tranquilla, e la freccia di inflessione y diminuisce man mano che
aumenta la velocitB angolare.
Questo fatto indusse De Laval a escludere nelle sue turbine l'impiego
di grossi alberi (che avrebbero consentito di elevare il valore di  TTc

al di sopra della  TT di esercizio), e a preferire l'adozione di alberi
notevolmente flessibili (con un valore basso di TT ) rotanti a unac

velocitB TT maggiore di quella critica.
La comprensione del comportamento reale dell'albero a velocitB maggiore
di quella critica, e quindi la vera natura della questione, P ostacola-
ta dalla falsa credenza che il fenomeno della velocitB critica sia
strettamente affine a quello dell'instabilitB delle travi caricate di
punta; e che percib quando TT > TT  l'equilibrio dell'albero non sia pijc

possibile, come non lo P nel carico di punta quando P > P .cr

I fenomeni che si manifestano negli alberi rotanti sono di natura ben
diversa e pij complessa da quello dell'instabilitB delle travi caricate
di punta. Per cui le analogie sono soltanto formali e riguardano alcuni
risultati analitici e non il comportamento reale.
La differenza forse pij decisiva si ha fra l'equilibrio indifferente di
una trave compressa assialmente da P=P  e quello di un albero, privocr

di eccentricitB, che ruota con velocitB TT = TT . Se la trave aumenta lacr

sua deformazione, l'energia totale rimane invariata, perché aumenta
l'energia elastica di flessione e diminuisce di altrettanto quella di
posizione di P ; quindi la deformazione pub crescere senza che siacr

necessario l'apporto di energia dall'esterno. Invece l'aumento della
deformazione dell'albero rotante richiede aumenti sia dell'energia
elastica sia dell'energia cinetica; per cui la flessione pub crescere
soltanto se c'e apporto di energia dall'esterno
(O.Belluzzi)

stesso senso di e=CG, per TT > TT  detti segmenti hannoc

sensi opposti; ossia i tre punti allineati O, C e G,

mentre nel primo caso sono posti nell'ordine O C G, nel

secondo sono nell'ordine O G C, e crescendo TT l'eccen-

tricitB del baricentro del disco diminuisce .4

Nel caso teorico di e = 0, cioP di perfetta centratura

iniziale, la [1] ci dice che la freccia elastica y P

sempre nulla, eccetto che per TT = TT , nel qual caso yc

assume un'espressione indeterminata, ossia pub assumere

un valore qualsiasi.

Cib si spiega col fatto che in tali condizioni, essendo

per un valore qualsiasi della freccia y, il valore ky

della reazione elastica centripeta uguaglia quello della
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forza centrifuga mTT y . Si hanno percib,almeno nei limiti2

delle piccole deformazioni, condizioni di equilibrio

indifferenti.
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     E' possibile mostrare che il moto relativo di un sistema5

di riferimento rispetto ad un altro pub essere scomposto in un moto
traslatorio e in uno rotatorio.
In questo caso del tutto generale l'accelerazione assoluta P sempre
uguale alla risultante della accelerazione relativa, di quella di
trascinamento e della accelerazione complementare o di Coriolis.

La accelerazione complementare scompare quando TT=0, v =0 oppure quandor

i vettori  TT e v  sono paralleli.r

LE VELOCITA' CRITICHE COME RISONANZE FLESSIONALI

La trattazione elementare presentata al precedente

paragrafo non riesce, tra l'altro, a spiegare per quale

intervento il baricentro G possa passare dall'esterno

all'interno del segmento OC.

In effetti abbiamo considerato solamente l'equilibrio tra

la reazione elastica dell'albero e la forza centrifuga

applicata al baricentro G del disco. Tuttavia in corri-

spondenza di velocitB prossime a quella critica le frecce

subiscono notevoli variazioni, cosicché la massa applica-

ta in G si trova sottoposta non solo alla accelerazione

centripeta, ma anche alla accelerazione complementare di

Coriolis  che potrebbe giustificare il 'ribaltamento' del5

disco.

Per comprendere appieno il fenomeno dobbiamo allora fare

ricorso ad un modello pij soddisfacente di quello

introdotto al punto precedente.

Si assuma percib ora come riferimento fisso la terna O>0>0,

la cui origine O coincida, quando l'albero P fermo, col

centro C del disco (fig4).

Quando il sistema considerato viene messo in rotazione,

essendo il disco posto nella mezzeria dell'albero, il

moto del disco P un moto piano e il piano di riferimento
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>0>0 contiene la traiettoria di C.

Il moto del disco pub essere quindi considerato come

risultante di un moto di traslazione di C, incognito, e

di una rotazione con velocitB angolare TT intorno a C.(fig.4)
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Le coordinate di G risultano percib determinate dalle

seguenti relazioni:

Le equazioni del moto della massa m del disco, concentra-

ta in G, tenuto conto degli effetti smorzanti, sono le

seguenti:

dove:

k = rigiditB dell'albero;

FF = coefficiente di smorzamento viscoso.

E' infine agevole ottenere, per sostituzione, le equazio-

ni del moto del punto C nelle direzioni >> e 00 :

Tali equazioni mettono in evidenza che questo modello

studia i due moti suddetti come vibrazioni forzate che

il punto C compie per effetto delle componenti, meTT cosTTt2
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     Si veda l'appendice matematica6

     Nelle formule seguenti si P posto:7

e meTT sinTTt, della forza centrifuga meTT  secondo gli assi2     2

di riferimento >> e 00 rispettivamente (fig.5   fig.6).

La risoluzione  delle equazioni differenziali rappresen-6

tative del moto del punto C porta alle seguenti conclu-

sioni:

1) il punto C descrive una traiettoria circolare, con velocitB uguale ( in

intensitB e verso ) a TT, di centro O e raggio R dato da :7

2) durante la rotazione del disco, la deformazione dell'albero OC=R  P in

ritardo di fase rispetto alla causa F =meTT , che la determina, di un angoloc
2

MM, dato da:

Tale angolo di fase dipende dal valore di FF/FF  e da quello di TT/TT  ecr     cr

quindi, per un assegnato sistema, cioP per assegnati valori di FF, FF  e TTcr  cr

il valore di MM dipende solo da TT.

E' importante sottolineare che per FF=0, il raggio R

coincide con il valore della freccia y definita al
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paragrafo precedente: in entrambi i casi y e R rappresen-

tano i raggi delle traiettorie circolari descritte dal

centro del disco.

Inoltre, sempre nell'ipotesi di FF=0,la velocitB critica,

definita come quella velocitB in corrispondenza della

quale il raggio R della traiettoria tende all'infinito,

risulta essere data da:

e coincide con il valore determinato al paragrafo

precedente.

Pub essere interessante, a questo punto, studiare

l'andamento di MM al variare di TT/TT  e per diversi valoricr

di FF/FFcr

99 FF = 0 TT < TTcr

L'angolo di fase MM risulta uguale a zero e quindi durante la rotazione il

segmento CG=e ruoterB in fase col segmento OC=R

99 FF = 0 TT > TTcr

L'angolo di fase MM risulta uguale a BB  e quindi durante la rotazione i punti

O, C, G risultano ancora allineati, ma il punto G si muove lungo una

circonferenza interna  a quella descritta da C: il raggio di questa 

circonferenza P pari a (R-e)

99 FF = 0 TT tendente a infinito

La deformazione R tende a -e ed il baricentro G del disco tende a portarsi

in O

99 FF …… 0 TT < TTcr

L'angolo di fase MM P diverso da zero e minore di BB/2: il disco ruota
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secondo una traiettoria circolare, col segmento CG ruotato di un angolo

MM, rispetto al segmento OC, nel verso della rotazione dell'albero

99 FF …… 0 TT = TTcr

Quando l'albero ruota praticamente alla velocitB critica, il segmento CG

risulta ruotato di un angolo pari a BB/2 rispetto al segmento OC, sempre

nel verso della rotazione del sistema.

99 FF …… 0 TT > TTcr

Per velocitB superiori alla critica, l'angolo di fase P superiore a BB/2 e

quindi il baricentro descrive una traiettoria interna a quella descritta da

C. Anche in questo caso per TT 66 44, R 66 -e ed il baricentro G del disco

tende a disporsi sull'asse dei cuscinetti ed a coincidere quindi con O (fig7 fig.8).
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Da quanto detto si pub concludere che il moto del sistema

risulta costituito da due moti (fig.9):

1) Un moto di traslazione del disco, che risulta a sua

volta dalla composizione di due oscillazioni

armoniche, dirette lungo due assi ortogonali, di

pulsazione TT pari alla velocitB angolare del

sistema.

Per effetto di questi due moti il centro C del disco

descrive una traiettoria circolare con velocitB

angolare pari a TT: un diametro generico della

sezione dell'albero si muove quindi lungo una



14

traiettoria circolare restando parallelo a se

stesso.

Questo moto viene indicato come moto di precessione

sincrona o 'direct whirling'.

2) Una rotazione del disco intorno a C con velocitB

angolare TT.

Si deduce percib che il moto complessivo del disco P tale

che l'albero rivolge verso l'interno della traiettoria

sempre le stesse fibre; essendo d'altra parte la traiet-

toria descritta da C una circonferenza, si deduce che la

sollecitazione flessionale dell'albero risulta, in ogni

sezione e per una assegnata velocitB angolare, costante

durante la rotazione.

Contrariamente a quanto si poteva immaginare, l'effetto

centrifugo della massa rotante, provoca una sollecitazio-

ne di flessione 'statica' non inducendo, tra l'altro,

fenomeni di affaticamento !
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METODO ANALITICO DELLA DETERMINAZIONE DELLE VELOCITA'

CRITICHE FLESSIONALI (ALBERI CON PIU' MASSE)

Consideriamo un albero  sul quale siano applicate n masse

m  (i=1,2.....n) di cui supponiamo nulla l'inerziai

trasversale.

La freccia nella sezione i-esima sarB quella dovuta alle

forze centrifughe di tutte le n masse, cioP indicando con

a  il generico coefficiente di influenza (vedi nota 2),ik

potremo scrivere:

........................................

e posto a m  = ""  si ha:ij j  ij

Il sistema omogeneo sopra riportato pub avere una

soluzione diversa dalla banale y =y =....=0 solo se il1 2
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     Il rango di una matrice A P uguale al massimo ordine fra8

tutte le sottomatrici quadrate di A con determinante diverso da zero

rango  della matrice dei coefficienti P minore di n,8

ovvero se, posto T  = 1/8:2

La determinazione delle velocitB critiche si riduce

allora alla determinazione degli autovalori della matrice

quadrata A.

Si pub dimostrare che gli n autovalori sono tutti reali

e positivi. Ad ognuno di questi corrisponde una ennupla

di valori y , non tutti nulli, definiti a meno di uni

coefficiente di proporzionalitB (autovettore), cioP

corrisponde una certa forma della linea elastica dell'al-

bero, avente fra gli appoggi un numero di nodi pari

all'ordine r della velocitB critica corrispondente meno

uno. Per la prima velocitB critica TT  , la linea elastica1

non ha alcun punto di flesso (nodo), per la seconda ha

un nodo intermedio e cosX via...

Osserviamo infine che una linea elastica qualsiasi pub

sempre considerarsi come combinazione lineare delle n

linee elastiche (autovettori) corrispondenti alle n

velocitB critiche.
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PROCEDIMENTO DI CALCOLO

Da quanto detto ai punti precedenti, emerge che la

determinazione delle velocitB critiche e la individuazio-

ne della forma della linea elastica si riduce alla

determinazione degli autovalori (e degli autovettori

associati) della matrice A con elemento generico ""  pariij

a m . Poiché le masse m  sono note, non ci resta cheij j     j

determinare i coefficienti di influenza a .ij

Ogni trave pub essere schematizzata in n tronchi (fig.10)

ad ognuno dei quali P associata una matrice di rigidezza.
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La matrice K permette di stabilire una relazione tra

sollecitazioni e deformazioni. Sempre con riferimento al

tronco elementare rappresentato in precedenza, si ha:

Quando siamo in presenza di pij tronchi la matrice di

rigidezza globale si ottiene sommando opportunamente le

matrici di rigidezza elementari, ossia tenendo presente,

ad esempio, che il nodo sinistro (destro) di un tronco

coincide con nodo destro (sinistro) del tronco successi-

vo.
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La [2] stabilisce una relazione del tutto generale tra

deformazioni e sollecitazioni senza tener conto perb dei

vincoli. La matrice di rigidezza del sistema, tenuto

conto dei vincoli, corrisponde alla matrice globale

generale K in cui si siano eliminate le righe e le

colonne corrispondenti alle deformazioni la cui entitB

P imposta dalla natura del vincolo e non dalla rigidezza

del sistema o dai carichi esterni. Questa matrice viene

denominata matrice di rigidezza depurata.

L'inversa della matrice di rigidezza depurata corrisponde

alla matrice i cui elementi sono i coefficienti di

influenza da inserire nella matrice A.
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SCHEMATIZZAZIONE DEL CALCOLO

Il procedimento di calcolo pub essere allora cosX

schematizzato:

1) si divide la trave in n tronchi elementari, e

per ogni tronco si scrive la matrice di rigi

dezza elementare;

2) si assembla la matrice di rigidezza globale;

3) si determina, tramite l'eliminazione di righe

e colonne corrispondenti a deformazioni imposte

dai vincoli, la matrice di rigidezza depurata;

4) si inverte  la matrice di cui al punto prece

dente;

5) si moltiplica l'inversa ottenuta per la matrice

diagonale delle masse rotanti. Si ottiene in

tal modo la matrice A;

6) si determinano gli autovalori (8) e gli auto

vettori di A;

7) le velocitB critiche si ottengono dalla seguen

te relazione:
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relazione che deve essere soddisfatta per ogni valore

di t; e in particolare per:

da cui:

Introducendo i rapporti adimensionali:

si ottiene:



X
f
'

F0
k

1

1&
T2

T2
cr

2

% 2
F T

F
cr
T
cr

2

x
st

'
F0
k

xf(t) ' xstA cos(Tt & M)

A '
1

1&
T2

T2
cr

2

% 2
F T

F
cr
T
cr

2

>(t) ' >stA>cos(Tt & M
>
)

0(t) ' 0stA0sin(Tt & M
0
)

>
st

' 0
st

'
meT2

k

27

Posto:

Si ottiene infine:

con :

Tramite le precedenti relazioni P ora facilmente

possibile integrare le equazioni differenziali che

esprimono le velocitB critiche risonanze flessionali.

Con riferimento alla simbologia definita nel relativo

paragrafo si ha:

con:



A
0
' A

>
' A

tgM
>
' tgM

0
' tgM

>(t) ' K1 cos(Tt & M)

0(t) ' K2 sin(Tt&M)

K1 ' K2 ' R

>2(t) % 02(t) ' R 2

0(t)
>(t)

' tg(Tt & M)
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Posto:

Poiché:

si deduce che il punto C descrive una traiettoria

circolare di centro O e raggio R.

La suddetta traiettoria P descritta con velocitB

angolare T, uguale quindi alla velocitB con la quale

il disco ruota intorno a C.

Risulta inoltre:

Questa relazione (vedi fig.5) mette in evidenza che

la deformazione dell'albero forma con l'asse > un

angolo pari a (Tt - M ).

La deformazione dell'albero P in ritardo di fase,

rispetto alla causa che la determina, di un angolo M

definito dalla [A3].
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